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Singularités des équations de Maxwell dans un polyèdre
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Résumé. Nous d�ecrivons les parties non r�eguli�eres des solutions des �equations de Maxwell

en r�egime harmonique �a plusieurs niveaux: d'abord au niveau de base des espaces

variationnels (suppl�ementaire dans H

1

des champs normaux sur le bord et �a diver-

gence et rotationnel L

2

) ensuite au niveau des solutions avec donn�ees r�eguli�eres.

On peut trouver dans [5] des id�ees des d�emonstrations. Les preuves compl�etes

seront publi�ees ailleurs.

Maxwell Singularities on Polyhedral or Polygonal Domains

Abstract. We provide a description of the non regular parts of the �elds involved in Maxwell

equations, �rstly at the variational level, secondly at the solution level when the

right hand side has regularity properties. For ideas of the proofs, see [5]. Details

will be published elsewhere.

Abridged English Version

1. Motivation

In a bounded Lipschitz polyhedral domain 
 , we consider the harmonic Maxwell equations

(1) with the perfect conductor boundary conditions. For any non zero frequency k , system

(1) is equivalent to the saddle-point formulation (5) where the variational space for the

electric �elds is

X

N

= fu 2 H(div ; 
) \H(curl ; 
) j u� n = 0 sur @
g

and the principal part of the bilinear form is (u;v) 7! curlu � curlv + divu divv .

2. Singularities in the variational space

The subspace H

N

of X

N

of the H

1

(
) �elds is closed in X

N

. The spaces X

N

and H

N

coincide if and only if 
 is convex. If 
 is not convex, elements generating a supplementary

space of H

N

in X

N

can be described, either as gradients of singular solutions of the Dirichlet

problem on 
 , or as curls of singular �elds. At each non-convex edge e occurs one family

of terms, at each non-convex corner c occurs at most one term, see (9) and (10).

3. Singularities of the saddle-point problem

Beyond the splitting of the variational space itself, the solution of problem (5) admits,

according to the regularity of the right hand side, regular and singular parts. The latter can

1



be described by three types of singular functions, all related to the Laplace equation in 
 :

the corresponding singularity exponents are � � 1 with � Dirichlet exponent, � with �

Neumann exponent and �+ 1 with � Dirichlet exponent.

4. Decompositions in plane polygons

We compare explicitly in a neighbourhood of a non-convex corner with opening ! , the split-

ting of the solution u of problem (5) in regular and singular parts, with \variational" decom-

positions of u = u

�

+ cw with u

�

2 H

N

. According to the choice of w , the part u

�

has

di�erent regularity properties: if w is chosen to be grad(r

�=!

sin

��

!

) or curl(r

�=!

cos

��

!

) ,

then u

�

belongs to H

1+�

for � <

2�

!

� 1 ; if w is chosen so that it is orthogonal to u

�

in X

N

(or in the space of divergence free �elds in X

N

), then u

�

belongs to H

1+�

for

� < minf

2�

!

� 1; 1 �

�

!

g , which is always smaller than

1

3

.

1. Motivation

Soit 
 un ouvert born�e �a bord Lipschitzien dans R

3

ou R

2

. Nous supposons de plus que 


est un poly�edre (ou un polygone en dimension 2 ). Nous consid�erons sur 
 les �equations de

Maxwell classiques (en r�egime harmonique et pour un mat�eriau homog�ene et isotrope) avec

conditions aux limites du conducteur parfait

(

rotE � ikH = 0 et rotH + ikE = J dans 
;

E � n = 0 et H � n = 0 sur @
;

(1)

o�u E repr�esente le champ �electrique, H le champ magn�etique et J la densit�e de courant.

Les espaces naturellement associ�es �a un tel probl�eme sont H(div ; 
) et H(rot ; 
) qui

sont les espaces des champs L

2

(
) dont la divergence, resp. le rotationnel sont L

2

(
) . En

e�et si k est non nul et si J appartient �a H(div ; 
) , pour E et H seulement suppos�es dans

L

2

(
) , les �equations (1) dans 
 impliquent que E et H sont dans H(div ; 
)\H(rot ; 
) ,

ce qui donne un sens aux conditions aux limites. Soit

X

N

= fu 2 H(div ; 
) \H(rot ; 
) j u� n = 0 sur @
g

et X

T

l'espace correspondant pour la condition aux limites u � n = 0 sur @
: ainsi

E 2 X

N

et H 2 X

T

. Concentrons-nous sur E . Les �equations (1) impliquent la formulation

variationnelle :

E 2 X

N

; 8

f

E 2 X

N

;

Z




rotE � rot

f

E � k

2

E �

f

E = ik

Z




J �

f

E;(2)

et l'�equation divE =

1

ik

divJ sur la divergence de E . Introduisant un param�etre s > 0 et

les nouveaux seconds membres

f (v) = ik

Z




J � v +

s

ik

Z




divJ divv et g =

1

ik

divJ(3)

nous d�e�nissons le probl�eme variationnel coercif suivant :

u 2 X

N

; 8v 2 X

N

;

Z




rotu � rotv + sdivu divv � k

2

u � v = f (v);(4)
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et sa variante point-selle qui fait intervenir un multiplicateur de Lagrange p :

(u; p) 2 X

N

� L

2

(
)

8

>

<

>

:

8v 2 X

N

;

Z




rotu � rotv + sdivu divv + p divv � k

2

u � v = f (v);

8q 2 L

2

(
);

Z




divu q =

Z




g q:

(5)

Utilisant comme fonctions test les grad� pour tout � dans

�

H

1

(
) tel que �� appar-

tienne �a L

2

(
) , nous pouvons montrer :

Th

�

eor

�

eme 1. { Soit J 2 H(div ; 
) et k 6= 0 ; f et g sont d�e�nis en (3).

(i) Si (E;H) est solution de (1), alors u = E est solution de (4) et (u; p) = (E; 0) est

solution de (5).

(ii) Si u est solution de (4) et k

2

=s n'est pas valeur propre du probl�eme de Dirichlet pour

�� sur 
 , alors (E;H) = (u;

1

ik

rotu) est solution de (1).

(iii) Si (u; p) est solution de (5), alors p = 0 et (u;

1

ik

rotu) est solution de (1).

2. Les singularit�es de l'espace variationnel

Introduisons le sous-espace de X

N

des champs �a composantes H

1

(
) :

H

N

= fu 2 H

1

(
)

3

j u� n = 0 sur @
g:

Il est montr�e dans [4] que H

N

est ferm�e dans X

N

pour la norme (k rot k

2

L

2

(
)

+kdiv k

2

L

2

(
)

)

1=2

.

Si 
 n'est pas convexe (donc admet des arêtes non convexes en 3d, resp. des sommets non

convexes en 2d), H

N

est strictement contenu dans X

N

, en vertu de la d�ecomposition suiv-

ante [2, 3]

8u 2 X

N

; u = u

�

+ grad� avec

8

<

:

u

�

2 H

N

;

� 2

�

H

1

(
); �� 2 L

2

(
):

(6)

Ce ph�enom�ene revêt une grande importance en approximation num�erique : si l'espace de dis-

cr�etisation est contenu dans H

N

, la solution discr�ete n'approche pas la solution du probl�eme

pos�e dans X

N

.

Nous basant sur [6] o�u sont caract�eris�ees les parties singuli�eres dans

�

H

1

n H

2

(
) du

probl�eme de Dirichlet, nous pouvons d�ecrire ces \singularit�es variationnelles" en 3d.

Arêtes. Le long de l'arête e , 
 co��ncide avec �

e

�R , o�u

�

e

= f(r

e

; �

e

) j r

e

> 0; 0 < �

e

< !

e

g est un secteur plan:

Notons z

e

la coordonn�ee le long de l'arête et d

e

une fonction D(
�
e) �equivalente �a la distance

aux extr�emit�es de e : supposons pour �xer les id�ees que z

e

2 (�1;+1) et soit d

e

(z

e

) = 1�z

2

e

.

Les singularit�es sur �

e

qui ne sont pas dans H

2

sont les seules r

�=!

e

e

sin��

e

=!

e

, lorsque

!

e

> � . Soit E l'ensemble des arêtes e telles que !

e

> � . Les fonctions correspondantes

dans le domaine 
 peuvent être d�e�nies comme

�

e

= �

e

(�

e

) �

�=!

e

e

sin

��

e

!

e

(7)
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o�u �

e

est une troncature �egale �a 1 au voisinage de 0 , et �

e

est la fonction r

e

(d

e

)

�1

.

Pour d�ecrire les coe�cients de singularit�es le long de e nous utilisons les espaces de Sobolev

�a poids V

�

(e) d�e�nis pour � 2 N par

V

�

(e) = f 2 L

2

(e) j (d

e

)

�1+k

@

k

z

e

 2 L

2

(e); k = 0; 1; : : : ; ; �g

et par interpolation pour � non entier. En�n K [�] d�esigne un op�erateur sp�ecial de r�egu-

larisation agissant comme un rel�evement �a 
 des fonctions d�e�nies sur e

1

.

Coins. Au coin c , 
 co��ncide avec �

c

, o�u

�

c

= f(�

c

; #

c

) j �

c

> 0; #

c

2 G

c

� S

2

g est un cône poly�edral.

La fonction la plus singuli�ere en c est �

�

c

c

�

c

(#

c

) o�u �

c

= �

1

2

+ (�

c

+

1

4

)

1=2

avec �

c

la

premi�ere valeur propre du probl�eme de Dirichlet pour l'op�erateur de Laplace-Beltrami sur

G

c

et �

c

une fonction propre associ�ee. Si �

c

�

1

2

, cette fonction n'est pas dans H

2

: soit

C l'ensemble des coins c poss�edant cette propri�et�e et nous d�e�nissons

�

c

= �

c

(�

c

) �

�

c

c

�

c

(#

c

)(8)

o�u �

c

est une troncature �egale �a 1 au voisinage de 0 .

Th

�

eor

�

eme 2. { Soit S

N

un suppl�ementaire ferm�e de H

N

dans X

N

. Alors tout �el�ement

u de S

N

se d�ecompose en

u =

X

e2E

grad(K [

e

] �

e

) +

X

c2C

grad(

c

�

c

) + u

�

; avec u

�

2 H

N

;(9)

et l'application

u 3 S

N

�! (

e

; 

c

) 2

Y

e2E

V

1��=!

e

(e) �

Y

c2C

C

est un isomorphisme surjectif. Inversement tout espace ayant cette propri�et�e est un suppl�e-

mentaire ferm�e de H

N

dans X

N

.

Remarquant qu'en 2d, grad(r

�=!

e

e

sin ��

e

=!

e

) = � rot(r

�=!

e

e

cos ��

e

=!

e

) et qu'en 3d, il est

possible de r�esoudre le syst�eme

rotA = grad(�

�

c

c

�

c

(#

c

)); divA = 0 dans �

c

; et A � n = 0 sur @�

c

dans les champs homog�enes de degr�e �

c

, nous pouvons montrer :

Corollaire 3. { La d�ecomposition (9) peut �equivalemment s'�ecrire

u =

X

e2E

rot(K [

e

]A

e

) +

X

c2C

rot(

c

A

c

) + u

�

; avec u

�

2 H

N

;(10)

o�u A

e

et A

c

sont des champs singuliers.

Remarque. On a ainsi le choix entre une partie singuli�ere �a rotationnel nul (9), ou �a

divergence nulle (10). Ceci montre aussi que dans une d�ecomposition de Helmholtz de u en

grad	+ rotB avec 	 2

�

H

1

(
) et divB = 0 , on a les mêmes types de singularit�es dans

les deux morceaux.

1

Pour le d�e�nir, introduisons ~z

e

=

R

z

e

0

(d

e

)

�1

dz . Le changement de variable z

e

7! ~z

e

est une bijection

de e sur R et on pose ~(~z

e

) = (z

e

) . Alors K [](�

e

; �

e

; z

e

) est la convolution par rapport �a la variable

~z

e

de ~ avec

1

�

e

'(

~z

e

�

e

) , o�u ' est une fonction D(R ) d'int�egrale 1 (cf les suites r�egularisantes).
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3. Les singularit�es du probl�eme point-selle de Maxwell

Utilisant les mêmes fonctions test que pour la preuve du Th�eor�eme 1, nous �etablissons :

Th

�

eor

�

eme 4. { Soit (u; p) solution du probl�eme (5) avec second membre (f ; g) dans

L

2

(
)

3

�H

1

(
) . Alors p est dans H

1

(
) et est solution du probl�eme de Dirichlet

��(p+ sg) = divf + k

2

g avec p + sg = 0 sur le bord @
 .

Remarque. Le second membre f d�e�ni en (3) appartient �a L

2

(
)

3

si divJ est dans

�

H

1

(
) .

Nous nous int�eressons maintenant aux singularit�es de ces solutions. Selon la th�eorie

g�en�erale [7, 6] elles sont d�etermin�ees par les solutions homog�enes du syst�eme (5) avec f = 0

et g = 0 pos�e sur les cônes �

c

et les secteurs �

e

. Introduisant la variable auxiliaire

 = rotu , ce syst�eme se d�ecompose sur �

c

en 3 sous-syst�emes dont on cherche les solu-

tions (u; ; p) sous la forme (�

�

U (#); �

��1

	 (#); �

��1

P (#)) :

rotu =  ; divu = 0 dans �

c

; et u� n = 0 sur @�

c

;(11)

rot = grad p; div = 0 dans �

c

; et  �n = 0 sur @�

c

;(12)

�p = 0; dans �

c

; et p = 0 sur @�

c

;(13)

ce qui permet de montrer (grâce �a la r�egularit�e H

1

de p ) que les singularit�es du probl�eme

(5) se classent en 3 types :

Type 1. u solution g�en�erale de (11) avec  = 0 : u = grad� avec � singularit�e du

probl�eme de Dirichlet ; donc � = � � 1 avec � 2 �

D

c

, l'ensemble des �

1

2

+ (� +

1

4

)

1=2

avec

� valeur propre de Dirichlet pour l'op�erateur de Laplace-Beltrami sur G

c

.

Type 2. u solution particuli�ere de (11) avec  solution g�en�erale de (12) et p = 0 :

 = grad� avec � singularit�e du probl�eme de Neumann ; donc � 2 �

N

c

, l'ensemble des

�

1

2

+(�+

1

4

)

1=2

avec � valeur propre de Neumann pour l'op�erateur de Laplace-Beltrami sur

G

c

.

Type 3. u solution particuli�ere de (11) avec  solution particuli�ere de (12) et p solution

g�en�erale de (13) : p est donc une singularit�e du probl�eme de Dirichlet et � = � + 1 avec

� 2 �

D

c

.

Th

�

eor

�

eme 5. { Les exposants de singularit�es du probl�eme (5) au coin c sont les �

�

+

1

avec � 2 �

D

c

et les � 2 �

N

c

; �a l'arête e ce sont les

k�

!

e

�

+

1 and

k�

!

e

avec k � 1 . On pose

�

D

= minf

[

coins

�

D

c

; 2 g �

N

= min

[

coins

�

N

c

; �

E

= min

arêtes

�

!

e

:

Soit (u; p) la solution de (5) avec f 2 H

s�1

(
)

3

et g 2 H

s

(
) . Alors

(i) u 2 H

�

(
)

3

pour tout � tel que � � s+ 1 et � < minf�

E

; �

D

+

1

2

; �

N

+

3

2

g ; de plus

p 2 H

�

(
) pour tout � tel que � � s et � < minf�

E

+ 1; �

D

+

3

2

g ;

(ii) u admet la d�ecomposition en u

�

+ grad� avec � 2

�

H

1

(
) , �� 2 H

s

(
) et u

�

2

H

�+1

(
)

3

pour tout � tel que � � s et � < minf�

E

; �

D

+

1

2

; �

N

+

1

2

g .

Remarque. On obtient des r�esultats similaires pour le probl�eme (4) grâce �a l'introduction

des variables auxiliaires  = rotu et q = divu .
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4. Cas du polygone

Pla�cons-nous dans la situation o�u f 2 H

s�1

(
)

3

et g 2 H

s

(
) , sur un polygone 
 . La

variable auxiliaire est le rotationnel scalaire de u et, ainsi, le type 2 disparâ�t. Supposons

de plus que les conditions de compatibilit�e div f + k

2

g = 0 et g 2

�

H

1

(
) soient satisfaites,

assurant que p est nul, cf Th�eor�eme 4. Cette hypoth�ese fait aussi disparâ�tre les singularit�es

de type 3. Fixons un sommet c non convexe de 
 , d'ouverture ! > � . Au voisinage de c ,

la solution u du probl�eme (5) se d�ecompose en

u = u

reg

+ u

sing

; avec u

reg

2 H

s+1

et u

sing

=

X

0<

k�

!

<s+1



k

grad(r

k�=!

sin

k��

!

):

Au voisinage de c , une seule fonction singuli�ere w est n�ecessaire pour compl�eter H

N

dans

X

N

: on a u = u

�

+

1

w . Selon le choix de w , la partie r�esiduelle u

�

dans H

N

a di��erentes

propri�et�es de r�egularit�e : notons �

�

son exposant de singularit�e minimal. Voici cinq exemples

de d�ecompositions variationnelles ;

(i) w = grad(r

�=!

sin

��

!

) : alors �

�

=

2�

!

� 1 ;

(ii) w = rot(r

�=!

cos

��

!

) : alors �

�

est comme en (i) ;

(iii) w = grad� o�u � 2

�

H

1

(
) est la solution du probl�eme �� = S

D

, avec S

D

la premi�ere

singularit�e duale du probl�eme de Dirichlet pour le Laplacien, cf [8] (rappelons que S

D

peut

s'�ecrire comme la somme de �(r) r

��=!

sin

��

!

et d'un �el�ement de

�

H

1

(
) ) : la d�ecomposition

de u est alors orthogonale dans le sous-espace de X

N

des champs �a rotationnel nul ; dans

ce cas �

�

= minf

2�

!

� 1; 1 �

�

!

g , qui est toujours inf�erieur �a

1

3

;

(iv) w = rot� o�u � est la solution du probl�eme de Neumann @

n

� = 0 et �� = S

N

, avec

S

N

la premi�ere singularit�e duale du probl�eme de Neumann, cf [8], [1] : la d�ecomposition de

u est alors orthogonale dans le sous-espace de X

N

des champs �a divergence nulle; �

�

est

comme en (iii);

(v) La d�ecomposition de u en u

�

et 

1

w est orthogonale dans X

N

: si on r�esout le probl�eme

(4) avec k = 0 , u

�

est alors la solution du probl�eme variationnel correspondant pos�e dans

H

N

; �

�

est encore comme en (iii).
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